
Nombre d'or et tournesolXavier CarusoOtobre 2005RésuméOn observe que les graines d'un tournesol ont une répartition très partiulière ; par exemple,deux graines onséutives sont espaées d'un angle polaire onstant environ égal à 2πϕ où
ϕ = 1+

√
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2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154.3 Lorsque α =

√
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 Conlusion 17Il est bien onnu que la répartition des graines de tournesol a quelque hose d'exeptionnel :elles semblent s'enrouler sur deux séries de spirales reliant le entre (appelé l'apex ) aux extrémitésde la �eur et orientées dans des diretions transverses. Si on ompte es spirales, on onstate queleurs nombres dans haune des diretions sont des termes onséutifs de la suite de Fibonaidé�nie ainsi :

F0 = 0 ; F1 = 1 ; Fn+1 = Fn + Fn−1, ∀n > 1.Le but de ette note est de donner des indiations purement mathématiques pour expliquer etterépartition. Celles-i sont fondées sur ertaines hypothèses simples et que nous espérons naturelles.Les prinipales stipulent que les graines ont toutes la même taille, que deux graines suessives ('est-à-dire nées l'une après l'autre) sont espaées d'un angle polaire 2πα onstant et que la roissane de1



la �eur tend à maximiser le nombre de graines disposées sur une surfae d'aire �xée. Ces hypothèsesne sont ertainement pas vraies au sens strit, mais des mesures e�etuées par Auguste et LouisBravais semblent les on�rmer (au moins d'un point de vue asymptotique, dans la pratique trèsrapidement atteint). En outre, es deux auteurs onstatent que la onstante α (dé�nie à un entierprès) a pour valeur ϕ = 1+
√

5
2 (mod Z), 'est-à-dire le nombre d'or.Dans e texte, nous nous proposons de présenter et peut-être de poursuivre sur ertains pointsune étude due à H. Vogel (voir [6℄) qui fournit un début de justi�ation mathématique à l'expres-sion de α. De elle-i déoule simplement, omme nous allons le voir, via la théorie des frationsontinues, la première propriété onernant les spirales et la suite de Fibonai.La première setion �xe les notations et dé�nit mathématiquement le problème étudié. Laseonde partie est onsarée à des rappels mathématiques de ertaines notions qui vont être ou-ramment utilisées par la suite.Dans la troisième partie, on entreprend une étude asymptotique qui parvient à des résultatspréis, toutefois un peu en dessous de nos premiers espoirs : en partiulier, on ne parvient pas àjusti�er la valeur exate de α, mais plut�t qu'α doit être parmi un ensemble restreint (mais hélasenore in�ni) de valeurs parmi lesquelles �gure le nombre d'or... et enore nous obtenons e résultatsous une hypothèse supplémentaire qu'il ne paraît pas faile d'éviter.Le leteur désireux d'approfondir ses onnaissanes sur le sujet pourra se reporter à [5℄ (livrebeauoup moins orienté vers les mathématiques), ainsi qu'à sa volumineuse bibliographie.Je pro�te de es quelques lignes pour exprimer mes amples remeriements à Yves Duval qui arelu de nombreuses fois e texte en profondeur, et a émis de multiples propositions pour en améliorerla qualité.1 Notations et modélisation du problèmeTout au long de et artile, on travaillera dans le plan omplexe : on suppose que l'apex et lesgraines se répartissent dans e plan, que l'apex est situé à l'origine et on désigne par z1, . . . , zN lesa�xes des positions des N graines. On onvient que les indies sont lassés par ordre hronologiqueinversé : les graines prohes de l'apex, qui sont plus � jeunes �, sont numérotées ave les petitsindies, alors que les plus � âgées � (qui par le fait ont eu le temps de migrer et don de serapproher de la périphérie de la �eur) sont numérotées ave les grands indies.L'hypothèse donnée dans l'introdution se traduit mathématiquement sous la forme :

zn = rn exp(2iπnα) (1)où (rn) est une suite de réels que l'on supposera par la suite roissante. Notons à présent r le rayond'une graine, supposé onstant. Il est une ondition immédiate sur la suite (zn) qui traduit quedeux graines ne peuvent pas s'interpénétrer, à savoir :
|zn − zm| > 2r (2)pour tous entiers n 6= m.Notre but est de déterminer simultanément la valeur de α et � la plus petite1 � suite (rn)qui satisfait la ondition (2). Évidemment, il n'est pas du tout lair (et sûrement faux) que etteplus petite suite existe e�etivement. Nous verrons ependant que l'adoption d'un point de vueasymptotique permet de lari�er la situation.1Il s'agit bien de elle pour laquelle les graines sont le plus près possible de l'apex, et don qui minimise l'espaetotal oupé par la �eur. 2



Signalons tout de suite que si l'on n'impose auune ondition sur la plaement des graines, alorsle problème d'optimisation de l'espae est entièrement résolu. La meilleure on�guration revient àpaver le plan par des triangles équilatéraux isométriques et à plaer les graines aux sommets de estriangles. Le rapport de l'aire totale sur l'aire oupée par les graines est alors (asymptotiquement)de π

2
√

3
. Le leteur pourra véri�er que pour la solution que nous allons développer en 3.1, e rapportn'est que de π

2
√

5
.2 Préliminaires mathématiquesLes prérequis mathématiques sont de deux types : il s'agit d'une part d'analyse élémentaire(notations o, O, liminf, limsup prinipalement), et d'autre part des frations ontinues.2.1 Rappel d'analyse élémentaireOn onsidère (un) une suite de réels. On rappelle qu'une valeur d'adhérene de (un) est par dé�-nition la limite d'une suite extraite onvergente de (un). D'après le théorème de Bolzano-Weierstrass,toute suite admet au moins une valeur d'adhérene dans R̄ = R∪{−∞,+∞}, et elle en admet uneunique si, et seulement si elle onverge.On appelle limite inférieure de (un) et on note liminfn un (ou parfois seulement liminf un lors-qu'il n'y a pas d'ambiguïté sur l'indie) la borne inférieure dans R̄ de l'ensemble des valeurs d'adhé-rene (on peut montrer qu'elle est elle-même une valeur d'adhérene). De même, on appelle limitesupérieure de (un) et on note limsupn un (ou seulement limsupun), la borne supérieure des valeursd'adhérene. On a évidemment :

liminf un 6 limsup unet l'égalité a lieu si, et seulement si la suite (un) onverge : la limite est alors la valeur ommunede liminf un et limsup un.Conentrons-nous à présent sur les notations de Landau : o et O. Par dé�nition2 si (un) est unesuite, le symbole o(un) (resp. O(un)) désigne l'ensemble des suites de la forme εnun où (εn) estune suite qui tend vers 0 (resp. une suite bornée). Lors des manipulations, il est d'usage d'utiliserdes signes d'égalité au lieu de signes d'appartenane. Par exemple, on érira plus ouramment
un = o(1/n) que un ∈ o(1/n) pour dire que un est négligeable devant 1

n
. De même :

un = 1 +
1

n
+ O

(

1

n2

)

+ o(vn)signi�e qu'il existe une suite (εn) bornée et une suite (ε′n) tendant vers 0 telles que :
un = 1 +

1

n
+

εn

n2
+ ε′nvn.Bien que ela se fasse moins ouramment, on onstate qu'il n'y a auun problème à ombinerl'utilisation des o, O ave elle des inégalités. Ainsi, par exemple, la formule :

un 6 ℓ + o(1)a un sens très lair. Elle signi�e qu'il existe une suite (εn) tendant vers 0 telle que un 6 ℓ + εn. Onpourra onstater que ela est équivalent à l'inégalité limsupun 6 ℓ.2En général, on ne demande que la ondition soit satisfaite qu'à partir d'un ertain rang. Toutefois, pour epapier, la dé�nition plus ontraignante que l'on donne nous su�ra.
3



2.2 Les frations ontinuesOn se ontente de rappeler les résultats lassiques de la théorie dans e paragraphe. Pour denombreux ompléments, et en partiulier les démonstrations des théorèmes, le leteur pourra sereporter au premier hapitre de [1℄. Pour une étude plus approfondie de la onstante de Markov, ilpourra également onsulter [2℄.La théorie des frations ontinues permet de déomposer un irrationnel x sous la forme :
x = n0 +

1

n1 +
1

n2 +
1

n3 +
1. . . +

1

ni +
1. . .pour des entiers n0 ∈ Z et ni > 1 pour i > 1. Nous avons supposé x irrationnel pour que l'ériturede la fration soit in�nie ; si e n'est pas le as, la suite des (ni) prend �n au bout d'un ertain rang.L'existene de ette déomposition, si elle n'est pas si simple à établir, s'imagine failement : lafration restante après retrait du n0 prend sa valeur dans l'intervalle ]0, 1[, d'où on déduit que n0est néessairement la partie entière de x. La onnaissane de n0 permet de aluler le nombre :

1

x − n0
= n1 +

1

n2 +
1

n3 +
1. . . +

1

ni +
1. . .et par suite de déterminer de même que préédemment l'entier n1. De prohe en prohe, on aèdeà la valeur de haun des ni. La suite des (ni) ainsi obtenue est uniquement déterminée et s'appellele développement en fration ontinue de x.La fration obtenue en interrompant le développement à ni, 'est-à-dire :

pi

qi

= n0 +
1

n1 +
1

n2 +
1

n3 +
1. . . +

1

ni(où pi et qi sont premiers entre eux et qi > 0) est appelée la i-ième réduite (ou parfois le i-ièmeonvergent) de x. Le premier résultat de la théorie est la onvergene de la suite de terme général
pi

qi
vers x. Plus préisément, nous avons le théorème suivant :Théorème 1. Ave les notations préédentes, pour tout i :

∣

∣

∣

∣

x − pi

qi

∣

∣

∣

∣

<
1

q2
i

.On montre failement que qi > Fi où la suite (Fi) est la suite de Fibonai dé�nie dans l'introdutionde ette note. Ainsi le théorème assure non seulement que la suite des pi

qi
onverge vers x, mais qu'elleonverge très rapidement puisque que l'on sait que Fi roît de façon exponentielle (préisément en

ϕi). Un deuxième fait remarquable lié à e théorème est qu'il admet une réiproque partielle quis'énone ainsi : 4



Théorème 2. Soit x un nombre irrationnel. Si p et q sont des entiers véri�ant :
∣

∣

∣

∣

x − p

q

∣

∣

∣

∣

<
1

2q2alors la fration p
q
�gure parmi les réduites de x.Il faut omprendre dans ette réiproque que les réduites suessives de x fournissent des approxi-mations rationnelles du réel x qui sont en un sens les meilleures possibles. Les réduites suessivesde π sont par exemple 3, 22

7 , 333
106 , et. : on retrouve la valeur 22

7 qui est onnue depuis longtempspour être très prohe de π.2.3 Frations ontinues et nombre d'orOn rappelle que par dé�nition le nombre d'or est ϕ = 1+
√

5
2 . Il est solution de l'équation

ϕ2 = ϕ + 1 et don en partiulier :
ϕ = 1 +

1

ϕ
.Cette dernière égalité permet de déterminer le développement en fration ontinue de ϕ puisqueomme ϕ > 1, elle montre que n0 = 1 et que les ni suivants s'obtiennent à nouveau en développant

ϕ en fration ontinue. Au �nal, on a :
ϕ = 1 +

1

1 +
1. . . +

1

1 +
1. . .d'où on déduit que la i-ième réduite prend la forme Fi+1

Fi
. En partiulier qi = Fi et don l'approxi-mation donnée par le théorème 1 est la moins bonne à laquelle on puisse s'attendre. Cette propriétéde � mauvaise approximation par les rationnels � va être ruiale pour la suite de l'exposé, et 'estelle que nous détaillons à présent.Si x est un réel et pi

qi
sont ses réduites suessives, on dé�nit les ai par :

∣

∣

∣

∣

x − pi

qi

∣

∣

∣

∣

=
ai

q2
i

soit ai = qi|qix − pi|.Si x n'admet pas de i-ième réduite (e qui peut arriver si x est rationnel), on dé�nit simplement
ai = 0. On a évidemment ai > 0 et par le théorème 1, on a aussi ai 6 1. Le réel µ = liminf ai,appelé onstante de Markov de x, aratérise en un sens la qualité de l'approximation de x par sesréduites suessives (et don plus généralement par les rationnels) : plus il est petit, meilleure estl'approximation. Voii un merveilleux théorème à son sujet :Théorème 3. Ave les notations préédentes, on a toujours µ 6 1√

5
et l'égalité ne se produit quesi la suite (ni) stationne en 1.En outre, si µ < 1√

5
, alors µ 6 1√

8
.Un réel x pour lequel la suite des (ni) stationne en 1 est dit équivalent à ϕ. Les nombreséquivalents à ϕ sont exatement eux de la forme aϕ+b

cϕ+d
pour des entiers a, b, c et d véri�ant

|ad − bc| = 1. Le théorème 3 donne un sens préis à la phrase : � le nombre d'or3 est elui qui estle moins bien approhé par les rationnels �.3Ou plus exatement, les nombres équivalents au nombre d'or.5



3 Étude asymptotique de la répartition des grainesOn reprend désormais les notations et la problématique expliquées en 1. On suppose ependantque la suite (zn) n'est pas dé�nie seulement pour n 6 N mais pour tout entier n : le nombre degraines dans un tournesol étant important, l'in�ni apparaît omme une approximation réaliste de
N . Puisque l'on s'intéresse aux n grands, on remplae la ondition (2) par :

liminf
n

inf
m6=n

|zn − zm| > 2r. (3)Notez que ette ondition n'est plus la onséquene du fait que toutes les graines ont une mêmetaille, mais du fait que elles-i roissent en s'éloignant de l'apex jusqu'à atteindre une ertainetaille �xée (en l'ourrene un disque de rayon r). En un sens don, ette nouvelle ondition sembleplus prohe de la réalité que ne l'était l'équation (2).3.1 Étude pour une suite rn partiulièrePour e paragraphe, nous faisons une hypothèse supplémentaire. Nous tenterons de l'éliminerpar la suite (ou du moins la remplaerons par une hypothèse plus faible), mais traiter d'abord e aspartiulier simpli�e l'exposition et la ompréhension. Nous supposons don à partir de maintenantque rn = c
√

n pour une ertaine onstante c > 0. Cette hypothèse peut paraître farfelue, mais iln'en est rien : elle est ompatible ave le fait que le nombre de graines par unité de surfae dans letournesol est quasiment onstant ; en e�et, ave e hoix de rn, le nombre de graines situées dansle disque de entre l'apex et de rayon R est proportionnel à R2 et don à la surfae du disque.Quelques rédutionsNous voulons à présent évaluer liminfn infm6=n |zn − zm|. A�n d'utiliser le plus rigoureusementpossible les notations de Landau, nous aurons besoin de la propriété suivante dont la démonstrationest laissée en exerie au leteur :Propriété 4. Ave les notations préédentes, on a :
liminf

n
inf

m6=n
|zn − zm| = inf

(nk),(mk)
liminf

k
|znk

− zmk
|où la notation � inf(nk),(mk) � signi�e que l'on onsidère l'in�mum sur tous les ouples de suitesd'entiers naturels (nk) et (mk) véri�ant l'hypothèse suivante :

(H) lim nk = +∞ et nk 6= mk pour tout k.On souhaite désormais étudier la quantité inf(nk),(mk) liminfk |znk
− zmk

|, et pour ela il nousfaut ommener par établir deux restritions données par les lemmes suivants :Lemme 5. La quantité inf(nk),(mk) liminfk |znk
− zmk

| est la même que l'on prenne l'in�mum surtoutes les suites véri�ant (H) ou seulement sur elles pour lesquelles on a en plus mk = nk+O(
√

nk).Démonstration. Il su�t de montrer que pour toutes suites (nk) et (mk) véri�ant (H), il existe
(n′

k) et (m′
k) véri�ant (H), la ondition du lemme et :

liminf
k

|zn′
k
− zm′

k
| 6 liminf

k
|znk

− zmk
|.Si liminfk |znk

− zmk
| = +∞, il n'y a rien à faire. Sinon, on onsidère h > liminfk |znk

− zmk
|.Dé�nissons dk = mk −nk. Si |c√mk − c

√
nk| > h, e qui se produit dès que |dk| > 2h

c

√
nk + h2

c2
,alors le point d'a�xe zmk

est à l'extérieur de la partie limitée par les deux erles esquissés en grassur la �gure suivante : 6



znk

zmk

O

h

Il est don en partiulier à l'extérieur de la région grisée, e qui assure |znk
− zmk

| > h. En vertu deei, les suites (n′
k) et (m′

k) obtenues en extrayant les termes des suites (nk) et (mk) pour lesquels
|dk| < 2h

c

√
nk + h2

c2
sont in�nies et répondent à la question. �Lemme 6. La quantité inf(nk),(mk) liminfk |znk

− zmk
| est la même que l'on prenne l'in�mum surtoutes les suites véri�ant (H) ou seulement sur elles pour lesquelles on a en plus δk = O(1/

√
nk),où par dé�nition δk est la distane de (mk − nk)α à l'entier le plus prohe.Démonstration. Comme pour le lemme préédent, il su�t de montrer que pour toutes suites (nk)et (mk) véri�ant (H), il existe (n′

k) et (m′
k) véri�ant (H), la ondition du lemme et :

liminf
k

|zn′
k
− zm′

k
| 6 liminf

k
|znk

− zmk
|.On peut supposer liminfk |znk

− zmk
| < +∞ et on hoisit un h > liminfk |znk

− zmk
|.Comme nk tend vers l'in�ni, on peut supposer quitter à supprimer les premiers termes des suites

(nk) et (mk), e qui ne modi�e pas la valeur de h, que nk > 2h2 pour tout k. Si le point d'a�xe
zmk

est situé à l'extérieur du seteur angulaire représenté en gras sur la �gure suivante :
Nk(znk

)

Mk(zmk
)

O

Tk

h

il ne peut être dans la zone grisée et don |znk
− zmk

| > h. L'angle non orienté M̂kONk vaut 2πδk.Ainsi si 2πδk > T̂kONk, on a |znk
− zmk

| > h. Les suites (n′
k) et (m′

k) obtenues en extrayant lestermes des suites (nk) et (mk) pour lesquels δk < 1
2π

· T̂kONk onviennent grâe à l'estimation
T̂kONk = arcsin( h

c
√

nk
) = O(1/

√
nk). �En regroupant les preuves des deux lemmes préédents, on obtient la proposition suivante :Proposition 7. La quantité inf(nk),(mk) liminfk |znk

− zmk
| est la même que l'on prenne l'in�mumsur toutes les suites véri�ant (H) ou seulement sur elles pour lesquelles on a en plus mk = nk +

O(
√

nk) et δk = O(1/
√

nk), où par dé�nition δk est la distane de (mk − nk)α à l'entier le plusprohe.Calul de la meilleure onstante cOn onsidère désormais des suites (nk) et (mk) véri�ant les hypothèses de la proposition 7. Ondé�nit dk = mk − nk et δk omme dans la proposition. On obtient failement :
1

c2
|znk

− zmk
|2 = nk

(

1 −
√

1 +
dk

nk

)2

+ 2nk

√

1 +
dk

nk

(1 − cos(2πδk)).7



Comme dk

nk
et δk sont des O(1/

√
nk) et tendent don vers 0, on déduit :

1

c2
|znk

− zmk
|2 = nk

(

dk

2nk

+ o

(

dk

nk

))2

+ 2nk(1 + o(1))(2π2δ2
k + o(δ2

k)).Le terme o(dk/nk) est un o(1/
√

nk) et de même le terme o(δ2
k) est un o(1/nk). Au �nal, on a lasimpli�ation :

|znk
− zmk

|2 = c2

[

d2
k

4nk

+ 4π2nkδ
2
k

]

+ o(1). (4)On fait une disjontion de as. Tout d'abord on suppose que δk > 1
2dk

. On obtient alors :
|znk

− zmk
|2 > c2

[

d2
k

4nk

+
π2nk

d2
k

]

+ o(1) > πc2 + o(1).Supposons maintenant δk < 1
2dk

. Notons ck l'entier (ou l'un des entiers) le plus prohe de dkα. Ona alors δk = |dkα − ck| et don :
∣

∣

∣

∣

α − ck

dk

∣

∣

∣

∣

=
δk

dk

<
1

2d2
k

.On en déduit, par le théorème 2, que la fration ck

dk
est une réduite de α, disons pi

k

qi
k

. Comme lafration pik

qik

est irrédutible, dk est un multiple de qik . On retiendra simplement dk > qik . Soit aikle réel dé�ni par |α − pi
k

qi
k

| =
ai

k

q2
ik

déjà onsidéré dans le théorème 3. On a :
δk =

dkaik

q2
ik

>
aik

dkd'où on déduit :
|znk

− zmk
|2 > c2

[

d2
k

4nk

+
4π2nka

2
ik

d2
k

]

+ o(1) > 2πaikc2 + o(1).On rappelle que l'on avait posé µ = liminfi ai et que le théorème 3 annonçait µ 6 1√
5
. Onaimerait onlure que :

liminf
k

|znk
− zmk

|2 > min(πc2, 2πµc2) = 2πµc2 (5)mais on a besoin pour ela du lemme suivant4 :Lemme 8. On suppose α irrationnel. S'il existe une in�nité de k pour lesquels on est dans le seondas ( i.e. δk < 1
2dk

), alors la suite in�nie des ik ainsi formée tend vers +∞.Démonstration. La suite de rationnels pi
k

qi
k

onverge vers α qui est irrationnel. Par un argumentlassique, ela implique que qik tend vers +∞, e qui n'est possible que si ik tend lui aussi vers
+∞. �Théorème 9. La onstante α étant �xée, la plus petite onstante c pour laquelle la répartition desgraines véri�e la ondition (3) est : √

2√
π
· r√

µoù µ est la onstante de Markov assoiée à α. En partiulier, si µ = 0, il n'y a auune onstante convenable.4On laisse au leteur le soin de omprendre omment e lemme implique l'inégalité donnée.8



Remarque. Lorsque α est rationnel, on a bien µ = 0 et don auune onstante c ne onvient. Il estassez faile de véri�er e résultat indépendamment de e qui préède.Démonstration. Montrons tout d'abord que :
inf

(nk),(mk)
liminf

k
|znk

− zmk
| = c

√

2πµoù l'in�mum est pris sur les suites (nk) et (mk) véri�ant les onditions de la proposition 7. L'inégalité(5) donne la partie � > � du résultat. Pour onlure, il su�t de onstruire des suites (nk) et (mk)pour lesquelles la liminf préédente vaut c
√

2πµ. Les aluls e�etués préédemment donnent desindiations très laires quant aux suites à onsidérer. Pour que toutes les majorations faites soientdes égalités, il faut imposer d'une part dk = qk et d'autre part d2
k

4nk
=

4π2nka2
k

d2
k

(on a ii, ik = k), equi fournit :
nk =

q2
k

4πak

et mk =
q2
k

4πak

+ qk.Ces nombres ne sont ertainement pas entiers, mais on les remplae par les entiers les plus prohes.On laisse au leteur le soin de reprendre les aluls préédents pour véri�er que la liminf obtenueave es suites est bien c
√

2πµ. Cei démontre l'égalité annonée.Par la propriété 4, on a aussi :
liminf

n
inf

m6=n
|zn − zm| = c

√

2πµ. (6)La ondition (3) dit exatement que e dernier nombre doit être supérieur ou égal à 2r, e quidonne la minoration :
c >

√
2√
π
· r√

µet onlut la preuve du théorème. �Corollaire 10. La plus petite onstante c possible (et don la plus petite suite rn possible parmielles onsidérées pour e paragraphe) est obtenue pour les α équivalents à ϕ. On a alors c =
4
√

20√
π
·r.Démonstration. C'est une onséquene immédiate des théorèmes 3 et 9. �Remarque. Il apparaît de temps à autre dans la nature (et aussi parfois pour les tournesols) lasuite dite anormale dont les premiers termes sont 1, 3, 4, 7, 11, 18, et. : elle véri�e la mêmerelation de réurrene que la suite de Fibonai, mais les onditions initiales sont di�érentes. Cetteonstatation est en parfait aord ave le orollaire préédent, puisque les termes de ette suite sontexatement les dénominateurs5 des réduites suessives de 1

2+ϕ
. Notez que la fration 1

1+ϕ
(a prioriplus � simple � que 1

2+ϕ
) admet des réduites qui ont enore pour dénominateurs les nombres de lasuite de Fibonai.3.2 Étude dans un as plus généralDans e paragraphe, on ne suppose plus que rn est de la forme partiulière c

√
n pour uneonstante c > 0, et on se propose de traiter le même problème : trouver � la plus petite � suite

(rn) qui satisfait la ondition (3). Auparavant le sens de � la plus petite � était lair, puisque pouromparer deux suites (rn), il su�sait de omparer les c orrespondants. Ce n'est plus aussi simpledésormais, et 'est le premier point que nous voulons préiser.5Ces dénominateurs orrespondent au nombre de spirales que l'on observe ouramment. Voir paragraphe 3.3.9



Dépendane en √
nL'hypothèse (3) est équivalente au fait que les graines ont un rayon qui tend vers r lorsque ntend vers l'in�ni. D'après le théorème de Césaro, la moyenne des arrés des rayons onverge vers r2et don l'aire de la surfae oupée par les n premières graines admet un développement limité dela forme nπr2 + o(n). Comme es n graines doivent loger dans un disque de rayon rn + r, il vient :

π(rn + r)2 > nπr2 + o(n)soit enore :
rn > r

√
n + o(

√
n).D'autre part, en 3.1, on a onstruit un α (en l'ourrene α = ϕ) et une suite (rn) dé�nie par rn =

ℓr
√

n (ave ℓ =
4
√

20√
π
) onvenables. Ces deux enadrements suggèrent qu'une suite (rn) optimaledoit être omparable à √

n, et nous initent à dé�nir la suite (un) par l'égalité rn = un

√
n. On aalors :

un > r + o(1). (7)� La plus petite suite (rn) �Il est temps de préiser le sens de � la plus petite suite (rn) � que l'on utilisera par la suite.Au vu de e qui préède, il semble qu'un invariant numérique qui rende ompte de la taille de (rn)est relié au omportement asymptotique de la suite (un). Nous utiliserons la grandeur limsup un,e qui signi�e que nous allons herher les suites (rn) pour lesquelles limsupun est minimal. Celarevient à herher les on�gurations in�nies de graines qui minisent la surfae oupée lorsque l'onse restreint aux N premières graines pour tout N su�samment grand.Une hypothèse supplémentaireOn aimerait reprendre le alul de la partie Calul de la meilleure onstante c de 3.1, mais ona besoin pour ela d'une estimation de rn et d'un développement limité en o(1/n) de la quantité
rn+1

rn
.Commençons par la suite (rn). On sait, pour l'avoir onstruit en 3.1, qu'il existe un α et unesuite (rn) onvenables pour lesquels limsupun = ℓr ave toujours ℓ =

4
√

20√
π
. Puisque l'on herhe àminimiser limsupun, on pourra toujours supposer par la suite que :

un 6 rℓ + o(1). (8)Combiné ave l'inégalité (7), ela assure que la suite (un) est bornée. Informellement, un alulnumérique donne ℓ ≃ 1, 1931, d'où on onstate que ℓ est prohe de 1 et puis que la suite un resteon�née aux alentours de r (ave une déviation qui ne dépasse pas asymptotiquement 20%).Passons à rn+1

rn
. Il ne semble pas évident d'obtenir une estimation omme on la souhaite pour lepréédent quotient. La solution la plus simple que nous ayons trouvée onsiste à ajouter l'hypothèsesuivante :

rn+1

rn

6 1 +
m

2n
+ o

(

1

n

) (9)où m <
√

8√
5
est une onstante. La majorant que l'on vient d'érire pour m peut paraître étrange àe niveau de l'exposé ; il ne semble pas avoir de signi�ation physique partiulière, 'est simplementelui qui fera fontionner les aluls à venir. Au niveau du tournesol, ette hypothèse interdit grossomodo à la �eur de trop espaer ses graines pendant un moment, e qui pourrait lui permettre deles resserrer par la suite et d'ainsi gagner de la plae.10



La onlusionUne adaptation immédiate des arguments de la démonstration du théorème 9 permet d'aboutirà la proposition suivante :Proposition 11. Ave les notations et les hypothèses préédentes, on a :
liminf

n
inf

m6=n
|zn − zm| 6 rℓ

√

2πµm = 2r

√

µm

µ0
.où µ0 = 1√

5
.Remarque. On peut montrer que si (nk) et (mk) sont deux suites véri�ant les onditions de laproposition 7, alors :

rmk

rnk

> 1 +
dk

2nk

+ o

(

dk

nk

)e qui permet, par des arguments analogues (mais parfois un peu plus ra�nés) à eux utilisés en3.1, de prouver la minoration :
liminf

n
inf

m6=n
|zn − zm| > r

√

2πµ.Corollaire 12. Sous la ondition (9), la plus petite valeur possible pour limsupun est obtenue pourles α équivalents à ϕ.Démonstration. Il su�t de montrer que l'inégalité de la proposition 11 implique µ = µ0 = 1√
5
,ou enore µ > 1√

8
(e qui revient au même d'après le théorème 3). Supposons le ontraire. Alors

µm
µ0

< 1 et don :
liminf

n
inf

m6=n
|zn − zm| < 2re qui est en ontradition ave la ondition (3). �3.3 Un mot sur les spiralesVoii une �gure sur laquelle on a réparti les graines de tournesol selon la formule zn = c

√
n exp(2iπϕn)étudiée en 3.1 :

11



La onstante c est hoisie égale à ℓ : 'est la valeur optimale donnée par le théorème 9. On onstatesans mal que les graines ne s'interpénètrent pas, tout en étant très prohe les unes des autres.Également, les spirales mentionnées dans l'introdution apparaissent e�etivement assez lairementsur le dessin : trois d'entres elles ont été repassées en gras pour vous aider à les visualiser.La formation de es spirales est faile à expliquer après les aluls de la partie 3.1. En e�et,notre vision a tendane à assoier une graine ave elles qui lui sont le plus prohes. Or, on a vudans la preuve du théorème 9 que si n est de l'ordre de Ni =
F 2

i

4πai
, alors la n-ième graine a pourplus prohes voisines les (n + Fi) et (n−Fi)-ièmes graines. Ainsi, toujours pour n de l'ordre de Ni,on a tendane à assoier les graines dont les rangs sont ongrus modulo Fi. Il est alors tout naturelque l'on distingue Fi ourbes, qui s'avèrent de surroît ressembler à des spirales6.La partie de la phrase � pour n de l'ordre de Ni � a une importane à souligner. Elle expliquepourquoi les spirales représentées sur le dessin préédent semblent se loaliser soit dans la partieentrale du tournesol, soit plus à la périphérie. En e�et, à l'intérieur de haune de es parties n estde l'ordre de grandeur du même Ni (ou plus exatement du même ouple (Ni, Ni+1)), mais e n'estplus le as lorsque l'on passe d'une zone à l'autre. Il semble ainsi y avoir un saut plus ou moinsbrutal qui orrespond au hangement d'ordre de grandeur.Utilisant les approximations7 Fi ≃ 1√

5
ϕi et ai ≃ 1√

5
, on est onduit à :

Ni ≃
ϕ2i

4π
√

5
.En inversant ette formule, on obtient l'heuristique suivante qui fontionne très bien en pratique :si on regarde aux alentours de la n-ième graine ('est-à-dire à une distane de l'ordre de ℓr

√
n del'apex) et si i et i + 1 sont les deux entiers qui enadrent le réel log(4π

√
5 n)

2 log ϕ
alors on aperevra Fispirales enroulées dans une diretion et Fi+1 dans une diretion transverse.4 Quelques expérienes numériquesOn onserve les notations de la setion 1, et on dé�nit à nouveau la suite (un) par l'égalité

rn = un

√
n. Jusqu'alors, nous avions imposé la distane minimale (asymptotique) entre deuxgraines, et nous avions herhé � la plus petite � suite (rn) et la onstante α assoiée qui permettaientd'obtenir une disposition satisfaisant la ontrainte (3). Évidemment, il revient au même d'imposerla � taille � de la suite (rn), 'est-à-dire pour e qui nous onerne limsupun, et de maximiser laquantité :

liminf
n

inf
m

|zn − zm|.Pour ette setion, nous préférons traiter le problème dans ette nouvelle formulation. On imposeratoujours limsupun = 1.On onstatera par ailleurs sur tous les graphiques de ette setion que, si N désigne le nombrede graines du tournesol, la qualité de l'approximation � N = ∞ � est exellente dès que N dépasse
3 000 et très bonne bien avant.4.1 Lorsque α = ϕComme le titre l'indique, dans e paragraphe, on ne s'intéresse qu'au as α = ϕ. La questionqui nous motive est la suivante : la répartition donnée par le théorème 9 (que l'on a montréeoptimale sous l'hypothèse (un) onstante, et don égale à 1 ave les normalisations expliquées dansl'introdution de ette setion) est-elle optimale (sans ette hypothèse supplémentaire) ?6Le leteur a désormais toutes les indiations pour aluler les équations de es spirales, e qu'il pourra don faireen exerie.7Ces approximations sont exellentes puisque l'on a Fi = 1√

5
ϕi + O(ϕ−i) et ai = 1√

5
+ O(ϕ−2i).12



La répartition régulièreOn appelle µ0 la onstante de Markov assoié à ϕ, i.e. µ0 = 1√
5
. Pour l'instant, on onsidèrele as où la suite (un) est onstante égale à 1. Sur la �gure suivante, on a représenté (en utilisantune éhelle logarithmique en n) le graphe de la fontion qui à n assoie la distane xn qui séparela n-ième graine de sa plus prohe voisine :

√
2πµ0

√
π

0 n
30 100 300 1000 3000 10000On observe diretement que liminf xn =

√
2πµ0 omme l'indiquait déjà le théorème 9. On onstateen outre que (xn) est majorée par √π, e qui implique (si l'on se rappelle l'étude faite en 3.1) quesi m désigne l'indie de la plus prohe voisine de la n-ième graine alors la di�érene |m − n| esttoujours le dénominateur d'une réduite de ϕ, 'est-à-dire un nombre de la suite de Fibonai.Cette dernière remarque permet d'expliquer sans mal la forme du graphe obtenu. En e�et,ombinée à la formule (4), elle implique que xn est donnée par l'expression :

x2
n =

F 2
i

4n
+

4π2na2
i

F 2
i

+ o(1)pour un ertain entier i. Cei se véri�e graphiquement en superposant au dessin préédent lesourbes données par les expressions préédentes (une ourbe pour tout entier i) :
√

2πµ0

√
π

0 n
30 100 300 1000 3000 10000Une simple étude de fontions permet de aluler l'absisse du minimum de la i-ième ourbe etelle de l'intersetion des i et (i + 1)-ième ourbes. Si l'on appelle respetivement Ni et Ni+ 1

2

esabsisses, et si l'on utilise les approximations Fi ≃ 1√
5
ϕi et ai = 1√

5
qui permettent de simpli�eronsidérablement les expressions, on obtient :

Ni ≃
ϕ2i

4π
√

5
(10)que i soit entier ou demi-entier. Au vu de ette formule, on ne s'étonne plus de la périodiitéapparente de la �gure préédente. 13



Une légère altérationLes diagrammes réalisés préédemment montrent lairement que l'éartement des graines varied'une région à l'autre. Il semblerait don que l'on perde ainsi de la plae : si l'on arrivait à rendreplus homogène et éartement, on peut raisonnablement penser que elui-i se onentrerait versla moyenne, et don donnerait lieu à une liminf plus grande.Ainsi, on a envie d'éarter plus les graines lorsque n est prohe d'un Ni ave i entier et deles rapproher lorsque n est prohe d'un Ni ave i demi-entier (mais non entier). En inversant laformule (10), l'heuristique préédente onduit à onsidérer la suite
un =

1

1 + ε
·
[

1 + ε sin

(

π
log(4π

√
5n)

log ϕ

)]

. (11)où ε > 0 est un réel qui tient ompte de l'amplitude de la perturbation. (Notez que la division par
1 + ε ne sert qu'à onserver la ondition limsupun = 1.) Si l'on note à nouveau xn la distane quisépare la n-ième graine de sa plus prohe voisine, voii à quoi ressemble le graphe de xn lorsque
ε = 0, 002 :

√
2πµ0

√
π

0 n
30 100 300 1000 3000 10000On onstate que liminf xn est stritement supérieur à √

2πµ0. On a ainsi, semble-t-il, réussi àobtenir une on�guration de graines plus � ompate �. Il est possible non seulement de faire etteonstatation à partir de la �gure préédente mais également de la prouver. Pour ela, on reprendles aluls du paragraphe 3.1 qui donnent, dans ette nouvelle situation, l'expression suivante (àomparer ave la formule (4)) pour la distane entre deux graines :
|zn − zm|2 = u2

n

[

d2

4n

(

1 +
π

log ϕ
· 2ε

1 + ε sin sn

· cos sn

)2

+ 4π2nδ2

]

+ o(1) (12)où sn = π log(4π
√

5 n)
log ϕ

, d = m− n et δ est la distane de dα à l'entier qui lui est le plus prohe et oùon a fait les hypothèses d = O(
√

n) et δ = O(1/
√

n).Remarque. On a fait le hoix, ii, de s'a�ranhir des indies k qui alourdissent enore les formules :ela ajoute une ambiguïté ar on ne sait plus bien quel sens donner au o(1) de la formule (12). Il fautomprendre (omme ela était expliitement mentionné lors des aluls de 3.1) que l'asymptotiquede ette formule s'exprime lorsque n et m parourent des suites (nk) et (mk) tendant toutes deuxvers l'in�ni.Lorsque d = Fi est le dénominateur d'une réduite, l'expression (12) se transforme et prend unetournure que ertains peuvent trouver plus agréable si l'on utilise à nouveau les approximations
Fi ≃ 1√

5
ϕk et ai = 1√

5
, à savoir :

|zn − zm|2 ≃ fε

(

log(4π
√

5 n)

log ϕ
− 2k

)14



où la fontion fε est dé�nie par la formule :
fε(t) =

π√
5
·
(

1 + ε sin(πt)

1 + ε

)2

·
(

ϕt +
2ε cos(πt)

1 + ε sin(πt)
ϕ−t

)

.On en déduit8 que liminf xn s'égale à la valeur minimale prise par la fontion √
fε. Une étudenumérique montre que la plus grande de es valeurs minimales est atteinte pour ε ≃ 0, 002 008 etqu'elle vaut environ 1, 693 31 (alors que √

2πµ0 ≃ 1, 676 28, soit une amélioration de plus de 1% !).Évidemment, il est à peu près ertain que la suite (un) que nous avons hoisie n'a rien d'optimal.Par exemple, il est possible d'introduire en outre un déphasage dans la formule (12) et d'obtenir parsuite une organisation enore légèrement meilleure. Toutefois, au délà de es petits ajustements, ilsemble ertain que � la suite (un) optimale � prend une forme bien di�érente de elle qui façonnela formule (12).Finalement, pour les onstantes α équivalentes à ϕ, on mène une étude tout à fait similaire àe qui préède. En partiulier, on retrouve la même fontion fε. On en déduit que la liminf peutêtre optimisée exatement de la même façon dans e as plus général. En tout as, on est en droitde penser que es onstantes ne vont pas fournir de meilleure répartition que ϕ.4.2 Lorsque α =
√

2Posons m ≃ 1, 693 31 la valeur déterminée dans le paragraphe préédent ; le hallenge onsiste àtrouver une suite (un) de limite supérieure 1 et un α non équivalent à ϕ pour lesquels liminf xn > m.Notons que des arguments élémentaires (que nous laissons au leteur) de alul d'aires démontrentque l'on a néessairement liminf xn 6 2. Ainsi, il est ertain qu'il ne sera pas possible d'obtenir desaméliorations véritablement signi�atives.La valeur α =
√

2 semble intéressante ar elle a pour onstante de Markov 1√
8
, 'est-à-dire ladeuxième plus grande valeur possible. Notons ϕ1 =

√
2 et µ1 = 1√

8
. Le graphe obtenu pour larépartition régulière, 'est-à-dire la suite (un) onstante égale à 1 se présente omme suit :

√
2πµ1

m

√
π

0 n
40 100 1000 10000 100000 500000En aord ave le théorème 9, la liminf vaut √

2πµ1. On a maintenant envie d'altérer la suite
(un) omme nous l'avons fait dans le as de ϕ et de ette façon parvenir à une liminf stritementsupérieure à m. Toutefois, omme on le onstate sur la �gure préédente, la position de m estbien loin de √

2πµ1, et il paraît di�ile de pouvoir � monter � jusque là. Et, e�etivement, si l'ononsidère le même genre d'altérations que elles utilisées pour ϕ, la meilleure répartition que l'onobtient orrespond au graphe suivant :8L'expression est ertainement exagérée. Il serait préférable de dire qu'en érivant orretement les bons dévelop-pements limités, on pourrait en déduire que... 15



√
2πµ1

m

0 n
40 100 1000 10000 100000 500000pour lequel la liminf (qui vaut environ 1, 52) est enore bien en dessous m.Bien entendu, malgré e qui préède, on reste en droit de roire qu'ave une altération plusjudiieuse on pourrait dépasser m. Cependant, il semble très probable que dans e as l'on parvienneégalement à transposer ette altération au as α = ϕ et que l'on obtienne ainsi une liminf enoremeilleure. En résumé, es expérienes semblent on�rmer que α = ϕ est forément meilleur que

α = ϕ1. Par analogie, il est improbable que l'on obtienne de meilleurs résultats ave des α pourlesquels la suite (ai) n'admet auune valeur d'adhérene supérieure à µ0.4.3 Lorsque α =
√

3Il semble don qu'il reste à examiner le as d'un α pour lequel la suite (ai) admet une grandevaleur d'adhérene. Il est important aussi que ette suite n'admette pas de valeur d'adhérene troppetite : en e�et, on peut montrer que plus une valeur d'adhérene est petite, plus elle � s'étend �sur l'axe des n et sera d'autant don plus di�ile à éliminer par le proédé de moyennage utilisépréédemment.Il devient alors di�ile de trouver des onstantes α satisfaisant au mieux les onditions pré-édentes. Un exemple qui peut avoir ses hanes est α =
√

3, ar alors la suite (ai) admet deuxvaleurs d'adhérene qui sont 1√
3
(qui est grand) et 1

2
√

3
(qui n'est pas trop petit). En outre, esdeux valeurs d'adhérene ont approximativement le même9 � poids � puisque l'une d'entre ellesorrespond à la limite des termes d'indies pairs, alors que l'autre est la limite des termes d'indiesimpairs. Cependant, pour e hoix de α, après lissage, on n'obtient guère mieux que l'éartementreprésenté sur la �gure suivante :

m

0 n
40 100 1000 10000 100000 5000009Il est malheuresement impossible de sur-représenter les grandes valeurs d'adhérene. Préisément, si ai est� grand �, on peut montrer que ai+1 est forément � petit �.16



On onstate que la liminf est enore dans e as manifestement bien en dessous m.Un autre as qui paraît intéressant à étudier est α = 9+
√

221
10 . En e�et, pour ette valeur, la suite

(ai) admet à nouveau deux valeurs d'adhérene (une grande et une petite) également représentées,et en outre la petite valeur d'adhérene est la plus grande possible. Cependant, les expérienesnumériques montrent qu'enore une fois, la liminf obtenue au �nal reste enore bien en dessous de
m. Conluons ette setion par une remarque peut-être intéressante : dans tous les exemples aluléspréédemment, l'hypothèse (9) pouvait être satisfaite. Il est don normal que l'on n'ait pas réussià trouver un meilleur α que ϕ.5 ConlusionTout au long de ette note, nous avons admis que la roissane du tournesol était onditionnéepar la maximisation du nombre de graines sur une surfae donnée. Cependant si l'on y ré�éhitune minute, ette hypothèse paraît pour le moins absurde. En e�et, il semble évident que lorsqu'untournesol grandit, il n'est pas prinipalement préoupé par l'optimisation préédente et en toutas, il est fort peu probable qu'il mène à terme les aluls de et artile a�n de les utiliser pourdisposer au mieux ses graines. Il est ertainement plus tentant de penser que la disposition résultede la ombinaison de nombreux phénomènes physiques qui tendent à déplaer les graines de telleou telle façon, et qui au �nal onduisent à l'organisation que l'on onnait. Cette dernière idée aété étudiée par Couder et Douady dans [3℄ (et [4℄, plus omplet mais plus di�ile également), etleurs résultats expliquent de façon assurément beauoup plus onvainante que les théorèmes de etartile les auses des spirales observées sur les tournesols.Toutefois, il ne faut pas en déduire que les aluls menés préédemment sont inutiles. Pourétayer e point, laissez-moi établir une omparaison ave un exemple tiré de la physique. On entendsouvent dire à propos du phénomène de réfration que � la lumière suit le hemin le plus rapided'un point à un autre �. À nouveau, il semble idiot de roire que les photons, à la traversée d'uneinterfae, se posent des questions existentielles et entreprennent des aluls savants pour déider dela nouvelle diretion à prendre dans le seul but de suivre le hemin le plus rapide. Il est ertainementplus raisonnable de penser que es photons sont soumis à des ontraintes physiques qui les obligentà dévier leur trajetoire selon la loi de Desartes.Mais, quoi qu'il en soit, ela n'enlève rien à la réalité : � la lumière suit le hemin le plus rapided'un point à un autre �. Et il reste souvent utile d'avoir ette interprétation simple à l'esprit pourmieux appréhender de nombreuses questions. Souvent, il est utilisé l'expression � tout se passeomme si � pour témoigner de ette situation : on sait bien que très probablement ela ne se passeintrinsèquemment ainsi, et pourtant 'est omme si 'était le as.C'est un phénomène très omparable qui se produit ii ave le tournesol : tout se passe ommesi la roissane de la �eur obéissait à la loi de minimisation de surfae. Ainsi dit, 'est un fait trèssurprenant et remarquable. Peut-être �nalement s'agit-il de la raison profonde : le tournesol seraitplus résistant dans ette on�guration optimale, et au �l de nombreuses mutations, il aurait en�ntrouvé le moyen de forer les lois de la physique à agir à sa onvenane...Bibliographie[1℄ J. W. S. Cassels, An introdution to diophantine approximation, Cambridge Univ. Press (1957)[2℄ T. W. Cusik, M. E. Flahive, The Marko� and Lagrange spetra, Math. Surveys Monogr. 30,Amer. Math. So., Providene (1989) 17
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